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1 - INTRODUCTION.

D&s le début, l'analyse spatiale a intégré les phénoménes de
transport et de déplacement, &tant donné que ceux-ci &taient en général
Jugés &tre responsables _des cofits de friction spatiale. Depuis THUNEN,
en passant par WEVER, LOSCH, HOOVER (1948), ISARD (1956) et THISSE (1975)
la tradition a &té maintenue.

Cependant la formalisation de certains aspects de comporte-
ments modernes de déplacement, de transport ou de distribution peut
encore &tre améliorée ; cet article développe deux aspects de ceux-ci,
1l'un par rapport au comportement des producteurs, l'autre par rapport
d l'analyse du consommateur. Il compléte, entre autres, certains dévelop-
pements présentés dans l'article de KLAASSEN e.a. (1978).

2 - LE COMPORTEMENT DES PRODUCTEURS.

Traditionnellement on a utilisé des cofits de transport va-
riables, soit proportionnels & la distance, soit exprimés comme fonc-
tions-puissance de celle-ci (1),

(1) J. PAELINCK et P. NIJKAMP, (1975), Ch. 2 ; J. THISSE, (1975),
PpP. 58 et suiv.
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Certains types récents de planning de la distribution révé-

lent gque la puissance peut tomber 3 zé&ro. Ainsi, entre autres, EILON
gcrit (1) :

" One feature that most methods in the literature seem to ignore is
* the probhlem of journey planning. Most companies load each lorry

" with items to be delivered to several different customers in a

" single round trip. Hence the cost of one journey should be shared
" amongst many customers. In general both approaches assume that

" loads are delivered on a 'straight there and back' basis. Where

" gognizance of this problem has been taken in the literature, the

" methods used rely om simulation, in which a journey-planning algo-
" rithm can be incorporated, or on clustering customers into groups,
" The demand of each group being approximately one lorry load."

Et encore (2) :

dant du district

" Customers are grouped into sub—-areas in such a way that the

" aggregated demand of each sub-area is an integer number of lorry
" lcads. The assumption is that the cost of making deliveries in

" any sub-area is constant and that it is only necessary to mini-
" migze the cost of travel teo the sub—-area, The search porcedure

" used is to move each depot to each of the four corners of a

" gsguare centred on the current depot location. The ... locations
" are costed and the cheapest location is then retained for each

" depot in turn. When no improvement is found, the size of the

" square is halved and the process is repeated. The programme is
repeated for 1, 2, 3, ... depots and the cheapest solution is

" then selected. ... The {easible set approach has arisen from

" consideration of two factors which the infinite set approach has
" not, until just recently, attempted to cater for. The first has
" +to do with the fact that, in general, transportation costs need .
" to be proportional to distance and in particular to straightline
" distance ; the second is that operating costs of individual de-
" pots can vary considerably from town to town and -even from loca~-
" tion in the same town."

Une a?glication est le modéle & cofits de camionnage depen-—
), 1'utilisation de "distances du voyageur de commer-

ce” (4} et 1l'intégration de la technologie du transport ainsi qu'il appa-
rait de la citation suivante (5) :

"'H = uEkuka (5.4)

" where Uy is the total regquirements of all customers supplied by
" vehicle k, and Dk is the lenght of the tour k.

" Strictly, u, is the amount that a vehicle carries at the hegin-

ning of the tour, but the actual load on the vehicle decreases
" along the route as consignments are dellivered to customers, so

(1)
(2}
(3)
(4)
(5}

S. EILON e.a., (1971), p. S.
Ibidem, p. 20.

Ibidem, p. 73 et 100-101.
Ibidem, p. 89.

Ibidem, p., 97.
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that U is not carried for the whole distance Dy, but an allo-

wance for this difference can generally be made by adjusting the
value of a. In the special case where the delivery costs depend
on the distance travelled and not on the amount carried, equa-
tion (5.4) reduces to aEk k*

Pans cet article, on étudiera seulement un nombre limité
d'implications ; nous commencerons par passer en revue les distances
moyennes (attendues) sur certaines figures géométrigues.

2.1, - Distances attendues.

En général, les distances attendues 3 cofit de transport
unitaire constant et 3 densité de demande unitaire constante le long
d'une droite ont &t& calculées suivant (1)

=0 (2.1)

D'autre part, si nous considérons les transports "collectifs" 3 cofit de
transport constant, le cofit moyen est &videmment &gal au cofit marginal,
c'est-3-dire a l'unité.

Les difficultés commencent avec R < ‘2, leorsque .la livraison
"individuelle" .serait moins cofiteuse que le transport collectif | Les
formules correctes sont (1)

R
dp
1 _ R-1 _
aarte— =81, (2.2)
i
1
R
Jeae
i) = A = LR L 1 (py) (2.3)

Evidemment d (1) + 4 (¢) pour R + 1 ; en fait, l1l'artifice mathé&matigue
consiste & utiliser les limites d'intégration appropriées.

Ces commentaires s'appliquent aussi au cercle, pour lequel
les cofits de transport individuels sont

(1} ¢ représente des livraisons collectives, i des livraisons indivi-
duelles ; les distances attendues, &tant donné les hypothéses, sont
les cofits de transport attendus.
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R
_ 2“[ p{p-1)dp
a(i) = IR = 1/3 (2R + 1)
(p-1)dp

1

od la limite est &galement 1 lorsque R + 1

Il est facile @'obtenir des gé&néralisations ; la généralisa-
tion par rapport & une fonction - puissance sur une dreite donne

R
[+
_ Il pdp -1 R'™*Oo
d(c) = Sg——— = (1 + a) —R=i (2.5)
J e
1

pour laquelle, & nouveau, par application de la régle de 1'E&pital, on
peut démontrer la convergence vers 1 lorsque R - 1 ; d'autres figures
que la droite et le cercle peuvent &tre traitées,ainsi qu'il est exposé
dans Paelinck-Nijkamp (1)},

2.2 - Zones de transport.

Prenons le cas d'une firme F gqui organise le transport de
son produit en divisant une zone circulaire & densité de demande uni-
taire en segments, de maniére a tenir compte de deux contraintes :

- la longueur maximale de parcours journalier d'un type donné de camion,
4 ; :

- le volume de biens qui peut 8tre chargé et distribué par un camion, v.

La figqure 2.1. illustre la situation.

Figure 2.1.

Les consommateurs se trouvant & 1'int&rieur du segment s
sont supposés se rendre d certains points de distribution situés le
long de l'itinéraire du camion.

(1) 1975), Ch. 2.
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Le nombre de camions qu'il s'agit d'utiliser dans le pro-
gramme peut &tre calculé suivant

-1, _
2 r, (1 + ™, )y = 4d (2.6)
ﬂri nIl = v {2.7)

ol les inconnues sont r, {le rayon du cercle) et n,, le nombre de ca-
mions ; toutefois, la 3olution ne garantit pas qué 1l'on obtienne un n,
entier et elle ne possé&de pas de propriétés "optimales”.

Une seconde zone peut &tre desservie pour des dépdts ainsi
qu'il est. illustré dans la figure 2.2.

Figure 2.2.

Des dépdts, tels gque dll' peuvent &videmment &tre desservis par des ca-

mions sous la contrainte (2.6) ; la vérification de {2.7) est garantie,
puisgue pour des segments dans la zone 22 les &quations sulvantes se
vérifient

2 [(r,-r)) + m(r, + r,) n;1] -6 (2.8)

-1 _
1r{r2 + rl) {rz - rl)n2 = v (2.9)
dans lesquelles les inconnues sont Y le rayon jusqu'd la limite de la
zone 2, calculé& & partir de F dans la figure 2.1, et n,, le nombre de
camions (et de 4&pdts) nécessaires pour desservir la zone 2 (1)

Dans le cas de transport collectif, les prix dans la zone 2
deivent &ire supérieurs d'un facteur 44 aux cofits additionnels de trans-
port et de dépbdt, ainsi gu'il apparait de l'expression suivante :

(1) Il est possible qu'un nombre inférieur de dépdts soit "optimal” dans
un certain sens ; un candidat evident est n2/2.
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c =1 4 ———— (2.10)
ol €5, est le cofit relatif de transport collectif dans la zone 2 par rap-

port 3 la zone 1 ; & est le cofit de dépdt, et les colits de transport
sont unitaires.

Il est facile de trouver des exemples ; tel est le cas du
prix de 1l'essence variable suivant les zones en Belgique.

2.3. - Implications pour 1l'éguilibre spatial général.

. Rappelons tout d'abord les cing types d'équations d'équili-
bre de LOSCH (1) :

T, ar

ir = ir v o
ax - 3y ez (2.11)
ir = 0 v i,r (2.12)
T,
_§_i£_ = 0 v i,r (2.13}
Sir
Esir = 5 vV i (2,14)
r
Pi% = P vi, I, op (2.15)

Ici 7 représente les profits, x et y les coordonnées spatiales, s les
surfaces, p* les prix i la livraison. L'indice i représente les pro-
duits, les indices r et p les aires de marché& au sens de Palander.

Les inconnues sont les coordonnées x et y, les prix-usine p,
les surfaces, le nombre des aires de marchés, et les E&quations 'de fron-—
ti2re. Le probléme est mixte entier-continu (le nombre d'aires de marché
est entier !} ; si pf} dtait discret, sa résolution ne s'en trouverait

pas simplifiée.

BoS (2) a simplifié le probl2me en ignorant presque toutes
ces inconnues ; i1 a introduit un concept spatial utile, notamment celui
de "concentration ou dispersion” des activités, tandis que le raisonne-
ment de LOSCH est bati a partir d'aires de marché séparables (3}.

(1) Pour les détails, voir PAELINCK et NIJKAMP, (1975), Ch. 2.
(2) H. BOS, (1964).

{(3) Voir aussi M. BECKMANN, (1971).
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Si alors nous introduisons la possibilité de cofits de trans-
port collectif, la proposition de BOS bas&e sur 1'hypothése que les
colits d'exportation sont proportionnels aux volumes exportés, et indé-
pendants des distances, pourrait bien &tre la plus réaliste ; dans ce
cas, on pourrait dériver une proY051tlon dans laquelle seulement des
centres intégrés sont observés

Cette relation entre 1l'absence de cofits de transport et les
tendances a la concentration pour exploiter des &conomies d'é&chelle et
des économies externes, commence 3 &tre bien connue ; si on ajoute des
effets d'information (2), la concentration dans 1'espace pourrait bien
résulter de modéles théoriques plus réalistes, qui devraient se vérifier
dans des modéles économétriques spatiaux empiriques.

3 - LE COMPORTEMENT DES CONSOMMATEURS.

A titre d'exemple-type, nous désirons construire un modéle
d'achat plus intégré, utilisant la théorie de 1l'utilité comme point de
départ Il convient de mentionner que 1' 1diosyncrasie vers la théorie
de 1'utilité est seulement dictée par le fait qu'elle a permis d'obte-
nir certains résultats utiles ; ceux-ci devraient 8tre considérés comme
complémentaires par rapport a ceux qui ont été dérivés A partir des
mémes points de départ ou & partir d'autres points de départ, par exem-
ple, par BECKMANN, (1971), DOMENCICH et autres, (1975), ISARD, (1975)
RICHARD et autres, (1975), et WILSON, (1970).

3.1. - Le probléme.

Prenons comme point de départ la fonction de friction spa-

tiale bien connue a colit de transport généralisé

—Bey-vty
X, = a.e (3.1)

ol Xy représente un nombre de kilométres parcourus jusqu'3 la destina-
tion i au cours de la période unitaire (xi étant donc continue, en pra-
tique) (4), c, et t, étant le colit par kifom&tre jusqu'd la destination
i, en termes monétaires et temporels.

(1) Voir la proposition P 3.5, reprisé dans PAELINCK-NIJKAMP, (1975),
p- 135. Nous abstrayons ici, de 1'hypothése générale de systémes,
la minimisation totale des cofits de transport.

(2) C. STHAL, (1974)
(3) Voir, par exemple, L. KLAASSEN, (1976).

(4) Ce probléme de continuité est souvent rencontré dans ce type de mo-
déle (voir, par exemple, C. STAHL, (1974), p. 59) ; il est &vident
que l'artifice indiqué ne garantlt pas nécessairement que le nombre
de parcours soit entier, puisque x, /d = n, n'est pas nécessairement
entier (d; étant la distance par rappért au point i.
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(3.1} peut 8tre dérivée d'une fonction d'utilité sous con-
traintes du revenu r et du temps t, donnant l’expression lagrangienne
suivante :

L =u{x) - B(c'x - 1) - Y{t'x - t) (3.2)
d'ol

u', = Bo, + Yty (3.3)

= = fn xi-l- n ui {3.4)

(3.1) &tant dirivée de (3.4).

L'intégration de (3.4} par rapport & x; donne la fonction
d'utilité "intelog" totale (séparable)

X .
u({x) =L xitl + Enai - xi) = - | llog £ dE¢g (3.5)
i 1

cu une transformation positive monotone de celle-ci ; X est le vecteur
de kilomé&tres parcourus jusgu'a l'ensemble des destinations ouvertes au
ceonscmmateur.

La difficulté de (3.1) est gu'elle ne représente pas une
fonction de demande classique, mais une sorte de fonction de demande
intermédiaire, dans laquelle B et y, les paramdtres lagrangiens, sont
toujours présents ; or il se fait que B et v sont des fonctions de r
{le revenu), de t (le temps d'achat disponible), et les vecteurs ¢ et
t. C'est pourquoi (3.1) ne peut servir que comme modéle descriptif pour
un consommateur, et pas comme mod&le explicatif pour n consommateurs ;
at c'est aussi la raison pour laguelle nous avons critiqué 1l‘'approche
de WILSON(l)., Cela pourrait, peut-8tre, expliquer &galement la trajec-
toire exponentielle négative (3.1) lorsque le colt de déplacement est
croissant, méme si les fonctions de demande (3.1) é&taient linéaires,
par exemple, avec

dans le sens gue, s8i par exemple, cy croit, B et Y croissent aussi, la
fonction tendant vers une relation non-linéaire (2},

Dans le cas_du modele (3.1), les valeurs de 8 et de Y sont
des fonctions plutdt compliquées de r, t, ¢ et t. A partir des contrain-
tes déja mentionnées

c'x=r {(3.7a)

t'x = t (3.7b)

(1) Voir la recension critique de WILSON (1870) : J. PAELINCK, (1973).

(2) Pour le comportement de B et de Y comme fonction de leurs arguments,
voir J. BLOKLAND et J. PAELINCK, (1972).
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dans lesquelles on substitue (3.1}, il peut &tre démontré, qu'aprés la
linéarisation de la fonction exponentielle

2
Zaiti (Eccici r) - Zaic.ti (Zait. - t)

. i

T X i — i~ (3.8a)
Fa,c.” Eo.t - (Ea C. t )
i i~i i i~i i
o i Z(Ea £, = &) - o, iC (Ea €y - r)

A g ce i ivi i i 1 i

v 5 7 — (3.8b)
Lojey Logt; (Zajey )
i i i

Rien n'est enlevd 3 .la difficulté si on utilise une fonc-
tion de demande plus classique, par exemple une fonction addilog (1),
En effet, en prenant la fonction d'utilité spécifique

oy
=1 x, f i'a =1 {(3.9)
i 1 — —

avec les contraiptes (3.7), on obtient

_ r 1 + u*t*
X; = % o TR (3.10)

ol ¥* = u/y, le rapport des utilité&s marginales du temps et du revenu,

t* = t/r et t; 4

ti/ci.
La substitution de (3.10} dans (3.7) et l'expansion quatra-
tique de TAYLOR permettent d'cbtenir
+*
STEF 1

u* -——-2— (3.11)

e

a't*
1- a't
ce qui prouve que les fonctions addilog, avec deux contraintes, ne pro-

duisent pas de fonctions de demande séparables simples, comme dans le
cas oll. il n'y a qu'une contrainte.

On pourrait songer 3 construire (ou mieux, dériver) (3.1)
suivant

. pr + ot - 8,c, = et
= ae i i (3.12)

(1) Voir L. PHILIPS, (1974} et, pour un traitement proprement &conomé-
trigue, G. ROTTIER, (1875).
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une fonction qui serait congue comme une vraie forme réduite (p,0 ,8;
et €, étant des paramdtres fixes) d'un modéle de demande inspiré de la
théorie de 1'utilité.

3.2. - L'intégration des comportements de déplacement et d4'achat.

Toutefois, le modéle (3.2) est trés primitif quant &8 sa spé-
cification. Nous allons examiner la construction suivante (voir figure
3.1) :

(a) r centres d'achat dl' ceey dr ("destinations") ;

par exemple : centres d'achat de voisinage, district commercial cen-
tral, centre d'achat dans les "espaces verts".

(b) Chaque centre, par exemple dj' offre l'occasion d'acheter de maniére

répétifive un vecteur de biens qj aux prix pj ; qj pourrait &tre
interprété comme étant les ventes moyennes par visite 3@ un certain
d'-

J

assortiment d'articles

d1 = 9, 5P
client d. = q. ,p.
] = J pJ

o
I
fal
e

Figure 3.1.

qj4= n x 1 (nombre de biens) ; Pj également, mais. tous deux ont des

valeurs nuffes pour certains biens.
(c) Nous maximisons (1)

u (q, n) (3.13)

ol g est le n x 1 vecteur des aqhats totaux de tous les biens et

services dans tous les centres au cours de toutes les visitesé et
n le r x'1 vecteur du nombre de visites aux centres d, a d, (2).

(1) Le fait que n est entier est ignoré ici.

(2) nj peut se généraliser a Dyks achats au centre j au moyen du moyen
d'un transport de type k.
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(d) contraintes

(dl) p*' fi g* + g'g =r (3.14)

P*' S [p'y B'pr -eer BT
g*'é [S'l' 2'2,}..,3'1,]
- _ T

i = ﬁl ' ﬁl = n, 1

fi, 2t
. 0
i * ]

c est le vecteur de cofits unitaires des déplacements n, fi est
d'ordre {(n x r) x (n x r)] et ﬁl est d'ordre (n x n).

(d,) Jag* = q ‘ (3.15)
sofrwo . .00 Lo L e
010 . . . 010 . . .
(@) t'n=t (3.16)

t' est le cofit par unité de temps des visites des centres dr'

Il faut noter gque cette contrainte ne tient pas compte de
la pérdiodicité des visites d'achat. Le choix d'une fonction explicite
(3.13) dépend de la réponse 3@ la question posée & la section 3.1, in
fine.

Le modéle d'achat hiérarchique peut &tre développé comme
suit.

Du point de vue de la forme qui lui a &té donnée ici, les

conditions du premier ordre sont successivement par rapport a q1j et nj :

v =
wn, = An.p.

5 P15 v 3 (3.17a)

] ) —_
ul + Iu i94 = A(Zpijq
i i

+ c.) + . 3.17
CJ) ut:l ( b)

ij
ol ui, u3 sont les dérivées partielles par rapport au bien i et au cen-

tre j respectivement. L'é&quation (3.17a) divisée par nj donne lieu a
une incohérence ; en fait, il faudrait lire

uj < Py (3.18)
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(condition de Kahih-Tucker) (1) ; le modéle implique que les achats ne se
font, par exemple, que 13 ol le prix est le plus bas (puisque le consom-
mateur est indifférent & l'origine du bien i ; cfr. la fonction d'utili-
té ul(g, n)). Si nous indiquons 1'optimum choisi q;4 Par le cercle de
Pareto, 11 vient de (3.17a), combiné avec (3.17b) dous la forme de 1'éga-

i = o ..
lité qij ‘qij :

' = Ac. +Ht. 3.19
uJ Cy v j A )

et ceci est le modéle élémentaire de la section 3.1. Un fait empirique
important n'a pas &té& révélé par ce modele : l'assortiment de biens dans
le comportement d'achat. De tels assortiments s'obtiennent, par exemple,
par l'extension de la fonction d'utilité a

u(g*, n) (3.10)

signifiant que le consommateur obtient une satisfaction particuliére a
acheter le produit i dans un centre d'achat spécifique !

Les conditions du premier ordre sont maintenant :
u'.. =, n.jpij . Vi, v j (3.21a)
' = A(Ip,.g;. + Cc.) + . .21
u , (ipijqij cj) e (3.21b)

d'ol il vient

(1) “? RS S , Vi (3.22)
o _O
uraij

ol o5 est l'8lasticité de pré&férence pour Qs 50 E.r 1'Elasticité-revenu
de préférence, aij le coefficient budgétaire pour qij' tous & l'optimum,

L a°
(11) zad. = A 43 (3.23)
i J n?EO .
j*ur

Ceci est L'effet d'assortiment : L aij représente la somme des parts
i _

budgétaires des qij' c'est-3~-dire l'achat total relatif effectué au

centre j'} c'est parce que le consommateur aime acheter dans ce centre
qu'il paie davantage que dans le modéle (3.17) !

. ' X _ .0 o o
Si (3.23) s'écrit sous la forme ny = Er - faij/f ajys a

élasticités de préférence constantes (Zagj), un nombre inférieur de

(1) J. PAELINCK et P. NICKAMP, Ch. 6.
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visites se feront 3 j si les biens qui y sont disponibles mé&nent 3 des

sommes d'achats plus élevées (T aij). Formellement, il faudrait montrer
i

que anj/apij < 0, ce gqui sera fait ci-aprés.

3.3. Statique comparative.

Nous expliciterons maintenant quelques propriétés de 1'ex-
pression (3.23).

Réécrivons, tout d'abord, le modéle (3.20) ainsi que ses
contraintes-:

u(q*, n) (3.24)
LI p,.q..n. + Lc.n, =r (3.25)
i
iy 371373 j 33
2 . . = .
tyny =t (3.26)

3

donnant les conditions nécessaires pour un optimum par rapport a qij et
n,

J
Uy = Apys ny (3.27)
. = A(Ip,.q,. + c.) + ut, . 3.28
uy (ipijqiJ c4) * Mty ( )

En différenciant (3. 25) a (3.28) par rapport a3 pl(ll il vient

aq. . an_ ,

I p,im—d n, + p .q 'F‘l‘ +q + zc 5—1- =0 (3.29)
iy *I%Py; 3 13713 dpy, 11™1 Pn

.anj
It 4 =90 (3.30)
"3 9p
J 11

aq an, 3 3n

ijull'ij 5-_ + Zull'j 53?; LIy PP, + An, + Apy, F_—- (3.31a)

9q 3n
i3 |
L Y,i14 53- ukl J'F‘J‘ 'F“' Prany + APy 5“‘ Ykl # 1 (3.31b)

ij 11
9q, . on. 9q,
i j A il

L u, .. + Zu, . = (Z p,,q +c)+AZp + ee.n
i3 1,13 Py, 3 1,3 apll apll i i14941 i13p

oM
IR TR Y (3.32a)

P11

(1) Ou n'importe quel autre pij'
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C9q, . dn, aq,
i J A il
L u . +ZIu, . = (Zp, .q + c,) + AZp,, = +
15 1,13 3p11 5 1,3 3p11 Py, 3 11211 1 i il apll
4+ 9dyu
T ty, 1 #1 | (3.32b)

Les trois termes exogénes sont 93,0y Anl et Aqll ;

les équations (3.29) 3 (3.32b) peuvent s'écrire sous la forme du systéme
suivant :

0 -C -C [ f ]
kl 1 ! q,.h
L Py Py ] 1171
[] (q.. _l- 0 J
-Cy, Lkl’ij Lkl,j le ] =0 n, 1 (3.33)
- 11
€7 Iy L1y 0 ] L >
5] j I [ 9,
I L

ol Cy, et C, sont des matrices de dérivées partielles par rapport a 955
et nj des deux contraintes, Lkl i3 etc., les matrices des dérivées par-
14

tielles du Lagrangien.

(3.33) donne la solution suivante pour 1'é€lasticité de n, par rapport
a Py ¢

En

._.—_1 = -
Ep,; _ 21,11 (03,30 Y E1,11 ~ *1,x) (3.34)

une généralisation de la relation bien connue de Hicks-Allen. Ici

a; 1, est la part budgétaire
[4
A - (3.35)
23,11 T P11-9;,M7T .
et 01 11 et E1 r sont respectivement l'élasticité directe de substitu-
14 r

tion et l'élasticité-revenu de n,

Le signe de © doit &te négatif (1) le signe de E, , est
14

1,11

normalement positif. Finalement, E est une élasticité croisée (com-

1,11
plémentaire entre 1 et 11) ; si le centre 1 est le bien 11 sont complé-

(1) Condition suffisante pour un maximum contraint de u ; voir M.J.PANIK,
(1976) p. 220, Théoréme 10.5
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mentaires, (on aime acheter le bien 11 au centre 1 !}, on a normalement
E < 0, et en général

1,11
En,E 'p.. < 0 (3.36)
1 11 ¢

suggéré par (3.23

3.4. - La recherche de solutions explicites

(a) Dans le cas d'une fonction addilog pour le modéle (3.23) ce modéle

devient
o %55 O3
= I 3 J
u = 4% gy, ny (3.37)
Zoa,. +Za. =1 (3.38)
iy 35 )
Zn.p.,.gq.. + Zc.n. =r (3.39)
ij J713°1] c 13
It.n. = 3.40
jJnJ t ( )
Définissons
o 4 L oay. (3.41)
S 13
1j
A
. =1 a,. (3.42
B] i 13 )
A
d =rxr - ELein (3.43)
33
]
P &y P: 9. (3.44)
J i 13 ij
Nous différencions le Lagrangien (3.37) & (3.40) par
rapport a 9y et nous obtenons
aiju = )\njpijqij vi, j (3.45)
d'old, en sommant (3.45) sur tout i, j
au = Ad (3.46)
et
B3
n®, = — (3.47)

a°
Jj o o
Py
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un résultat correspondant a l'&quation (3.23) et, fermellement au
moins, analecgue aux résultats addileg (voir par exemple, l'@guation
(3.10)) ; (3.47) est évidemment additive par rapport & j.

Par une nouvelle différenciation du Lagrangien approprié de (3.37)
3 (3.40) par rapport a3 Ny il wvient

N = . . . + t- + 3.48
aju }"L(p:J cJ}nJ ptyny ( )

et sommant sur i

(l1-a) u=Ar + ut {(3.49)

(3.48) avec (3.46) et {(3.49) nous permettent de calculer

. o, .0 t. t-
o __14 _ - {1-a) 50 3 _3
jo) i 5 cj 3 da £ + r = {3.50)

]
gui, substitue dans (3.34}), donne
8.d%n.t
n.° = i3 : (3.51) (1)

o o
. - .n.t - (1 - t.n. + gt.n.
a]d t ucjnj ( Q) Jnjd o jnjr

d'oll le systé&me suivant dans les nj optimaux

r r

.n. + & A. + B, . = C. j 3.52
AJnJ o Jini 121 ]injni 5 ¥ 3j ( )
ou
A, & (20 ~1)t.r - ac.t (3.53)

j j 3
Aji = (Bj- aj)cit (3.54)
5. % - (3.55
c. & (B ) t (3.56)

j = By Tey B :

On peut démontrer que le résultat (3.51) est additif par rapport a
j, comme il se doit.

Ce qui est curieux cependant, c'est que {3.52) nous permette

de calculer les nj seulement en termes de cj et des t., indépendam-

z 0)
@45(r = gy Mg
o]
n.p. .
on4Pj 5

(1) Le qgj optimal est &gal &
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(b)

ment des p;., alors que les derniers apparaissent dans (3.47), un
cas particuiier de l'équation (3.23). Ce résultat est probablement
ddl & 1'utilisation de la fonction addilog (3.37), dont il est connu
qu'elle donne des résultats séparables en termes de fonctions de
demande, malgré que (3.51) ne soit pas séparable pour chaque fonc-
tion de demande nj,

ny = nj(r, t, ¢, t) (3.57

Nous examinerons ensuite le cas de la fonction (3.5), que

nous avons appelée la fonction d'utilité "intelog", pour des rai-
sons &videntes.

Nous définissons la fonction d'utilité& intelog comme suit :

I B _lxi(l + 0 oay - oxg) (3.58)

.1
i

Pour le modéle d'achat nous obtenons 1l'é&quation

-1 -1
u==:B.sq.. (1l + & a,. - & q,.) + LB n. ...
ij ¥3 13 ij ij iy 3

avec

P::9..n. + Lc.n., = r (3.60a)
uj 137°137) 3 J3J
In.t. = .
jthJ t (3.60b)

La différenciation par rapport a qij donne

-1 -1
B Mma -8 n qq; = Apjin.
i i3 i3 ij h B e (3.61)
ou
B, AP .1
- joij 3
934 = @y4€ (3.62)

La différenciation par rapport a nj donne

-1 -1
B . n a, - . dn n., = A(p., + c.) + ut. 3.63
3 aj B 3 nJ (pJ cJ) U 3 ( )

ol pj est défini par (3.44) ; (3.63) peut s'écrire

-Bj[x(pjcj) + utj]

n, = uje (3.64)
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Dans (3.64) les g, - apparaissent toujours dans p. ; la linéarisa-
tion de (3.63) dofde : J

.= a,[1 - B.A(p. + c.) - B.ut. .
n “3[1 B3 (pJ cJ) BjutJ] (3.65)
la linéarisation de (3.62), multipliée par pij et sommée sur i donne

A A 2
. = ZIp,.q.. = Ip, .« - An Ip, K « ) 3.66
pJ ipi qu ipl] ij Jipij ij Bij ( )

Combinant (3.65) et (3.66), il viept :

)7L x

2
13 *13P13

~ 2
LT (1 - a8 s
ny = 385 P

. [1 - AB. . . + c.) - .t .
X ay [ Bj(ziipijaiJ cJ) qut:l (3.67)

d'oll i1l faut encore éliminer X et - p par (3.61) ; cela ne
peut se faire de la maniére simple exprimée par (3.50).
Cependant, le résultat (3.67) est intéressant en soi
puisqu'il montre que la fré&quence de visites aux points
d'achat j est influencée par leurs niveaux de prix p., ol
cette fois p. n'est pas €liminé et peut &tre calculé
comme la somme pondérée.

P: = Ip, .0, . (3.68)
jo 713743

les coefficients d'attractivité, par rapport aux biens,
servant de poids, ce qui semble logique.

Le probléme de l'élimination &légante de A .et de u nous
améne 3 la formulation générale suivante.

3.5. - Fonctions de consommation doublement additives, un probl@me en

analyse d'équations fonctionnelles (1),

Si nous écrivons, par exemple, la condition (3.19) sous sa
forme gé&nérale

uy = Api + uti (3.69)

nous pouvons faire usage de la variable auxiliaire X, pour transformer
uy identiquement en

(1) Voir J. ACZEL, (1966).
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1
= y*
uy ur,o.oxy (3.70)
ol
~ 1 -1
*x =
u*, u; Xy

1' "utilité marginale moyenne"

Cela nous permet d'écrire le systéme (3.3) et (3.7) sous la forme

u* -F X (o}
""""" (3.72)
-S

I
o]
(@)

o

ol QO* est la matrice diagonale des ui*, F la matrice des p; et des t
[ le vecteur de A et y et s le vecteur de r et t. L'é&quation matri-

c1elle (3.72) peut fa01lement se généraliser au cas de plus de -deux
contraintes.

i'

La solution (3.72) donne

= o+ ! prraxip Tls (3.73)

%

pour laquelle il s'agit de trouver des conditions simples permettant,
par exemple, d'exprimer les x; comme fonctions "séparables" de leurs

P ti, r et‘t( %orrespondants. Il ne faut pas oublier toutefois, que
chaque uy pourrait &tre une fonction des x # Xy ¢ un cas semi-sépara-

ble notoire est celui ol u est une fonction quadratique de x. Prenons

comme point de départ, suivant cette dernidre spécification] la fonction
d'utilité directe-indirecte (2) mixte

f(r:tlpirti) )

u =<3z aye b4 i (3.74)

Si on spécifie f suivant (3)

£ = -glr,t) + B,p, + vt (3.75) (4)

(1) En fait, (3.73) est identique en X, et les équations implicites en X

sont i = @ 1F(F a* 1F)s. (3.73) est aussi identiquement additive en
x et E.

(2) Une fonction indirecte ou fonction de Roy est définie comme
u é u(gIEIrltl)

(3) Dans le cas du comportement d'achat, il s'agit &galement de sous-

traire du résultat (3.68) un indice du cofit d'achats en j :I a Jp13

(4) Voir note (2) ci-dessus.
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on dérive

_ - -B.p; ~ Y.:t.
«—1 i*¥i i~i (3.76)

u, =,ai(r,t)e

1

une forme étroitement liée au comportement exponentiel'négatif_déns les
modéles de friction, cette fois avec des paramétres By et Y; constants.

L'expression (3.73) m&ne 3 la fonction additive de demande
suivante

_ -1 -1
i = (w11 i + w21t ) ;r + (w12c1+w22ti) u;t (3.77)

ol les wij sont les termes de (F'ﬁ*—lF)_l.

L'expression (3.77) montre que la fonction additive de
demande sous deux contraintes qui en résulte a en principe deux termes,
puisque 1l'un des termes entre parenthé&ses ne peut pas &tre identiquement
égal 3 zéro. Les wy4 Sont en fait des termes en pi'z et ti'z, de telle

sorte que les termes de (3.77) sont, entre autres, des généralisations
de l'expression addilog (3.51).

I1 faut conclure que des fonctions de demande formellement
spécifiées suivant (3.76) ne sont que des approximations par rapport a
des fonctions de demande additives dérivées 3 partir de fonctions d'uti-
lité ; elles devraient 8tre combinées a d'autres paramétres, comme (3.77)
le montre clairement.

Trois points supplémentaires doivent &tre ajoutés 3 l'ana-
lyse.

Tout d'abord, (3.77) peut s'écrire sous sa forme condensée
-BPy - Yt
_ i1 i~i

ce qui nous raméne a (3.1) ; toutefois, il ne faut pas oublier que

€i= Ei(EIElrlt) (3.79)

En second lieu, il reste la question de savoir si (3.74) est
une fonction d'utilité admissible (1), Elle peut s'écrire

- B=yvy ~ vt
= ta (g2 9F ) o 1E T, (3.80)
i

qui devrait &tre combiné avec (3.79. En fonction du choix de g(r,t,),

(1) cfr. L. KLAASSEN, (1976) ; voir aussi L. KLAASSEN, J. PAELINCK et
Sj. WAGENAAR, (1978).
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e
v
°

(3.80) pourrait s'exprimer comme une fonction de Roy avec %%,‘

du Ju
-5_' _r <O.
Py Y

o
ot

Finalement, (3.78), en tant qu'approximation d'une fonction
.de demande, peut étre agrégée par rapport a r, et parfois par rapport
d t. La derniére procédure est simple, si on accepte, par exemple que

- r a une distribution exponentielle négative,
- t & une distribution rectangulaire ;

Gir + eit

- & = Ee , v i;

et en supposant tous les pi et ti égaux pour tous les consommateurs :

1

X, = e drdt e = Ei(R,T)e

* P _ost “BiPy T Yyt -BiPy T Yiti (3.81)
e | fe
1

o a

Les difficultés commencent lorsque l'on considére la disper-
sion spatiale de la population ; dans ce cas, les p; et les ti ne sont

plus invariants par rapport aux individus, et une hypoth&se sur la dis-
persion spatiale de la population et des points de vente doit &tre intro-
duite.

4 - CONCLUSION.

Tant pour le consommateur que pour le producteur, une inté-
gration plus grande du comportement de transport dans les modéles méne,
en effet, 3 des extensions utiles de résultats connus ; si dans le cas
du producteur des résultats partiels du probléme de transport suivant
.e.a. EILON étaient intégrés, des résultats de domaine de l'analyse de
marchés (1) pourraient et devraient &tre incorporés dans nos modéles
spatiaux du consommateur.

Le présent article s'est borné d présenter quelques résul-
tats, mais nous pensons que des recherches ultérieures permettront
d'étendre de maniére significative nos connaissances thé&oriques et nos
modéles opérationnels.
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