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INTRODUCTION

QUELQUESDEFINITIONS

Un modéle d'affectation du trafic routier simule le choix d'itinéraire opéré par un conducteur
automobile sur un réseau routier, en fonction des caractéres du conducteur et du réseau. Il sert a
simuler la réaction des conducteurs (= la demande) face aune modification du réseau (= 'offre),
par exemple la mise en place d'une nouvelle route, ou une restriction locale de capacité, ou
I'instauration d'un péage sur une route, ou la fourniture d'information au conducteur.

Parmi les caractéres du réseau qui importent pour les conducteurs, |e temps de parcours joue un
réle primordial, analogue au prix d'un bien sur un marché économique:il faut donc le
représenter finement dans le modéle, et notamment prendre en compte les phénoménes de
congestion. La prise en compte minimale consiste arelier le temps de parcours d'une route au
débit qu'elle écoule, al'aide d'une fonction de temps de parcours.

Dans un modéle ou le temps de parcours dépend du débit, I'équilibre entre offre et demande se
calcule par approximations successives, a l'aide d'un algorithme itératif appelé algorithme
d'équilibrage.

Lorsque la circulation sur le réseau seffectue dans des conditions approximativement

stationnaires, on peut appliquer un modéle d'affectation statique (= sans écoulement du temps) a
la période de stationnarité, par exemple I'heure de pointe du soir sur un réseau urbain. Nous ne
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considérons pas ici I'affectation dynamique qui explicite I'écoulement du temps: elle étend
I'affectation statique, mais cela n'a pas de rapport direct avec notre propos qui est de calculer un
équilibre entre offre et demande de transport.

EXEMPLES DE MODELESD'AFFECTATION

Parmi les modéles d'affectation statique du trafic routier, la référence classique est le modéle
déterministe homogene de WARDROP-BECKMANN, dans lequel |e temps de parcours dépend
du débit et les conducteurs ont une information et une rationalité totales. Dans ces conditions
seuls les chemins de temps minimum peuvent étre chargés, donc al'équilibre les temps de
parcours des chemins utilisés sont égaux et minimaux. On peut supposer I'élasticité de la
demande, i.e. que le flux d'une relation origine-destination (O-D) dépend du niveau de service
mesuré (au signe pres) par le temps minimum.

La Figure 1 expose les résultats du modéle déterministe homogene, appliqué aune relation O-D
avec deux routes en concurrence (Figure 1a) pour deux valeurs fixées du flux (Figure 1b et
Figure 1c) puis pour une demande éastique (Figure 1d).

Figure 1 : Résultats du modéle déter ministe homogéne

a) Données de I'application. b) Application pour x = 2.
flotx, ; tempst; =5+2x; Xp=2;t=9
@) D|O D
flotx, ; tempst, =10+ X X =0;t,=10
Flux O-D total X=X, +X, . Tout le trafic saffecte sur laroute 1.
c¢) Application pour x = 13. d) Application ademande variable.
X1:6;t1: 17 X1 = 42,t1: 13.4
@) D @) D
Xo=7;t=17 Xo=3.4,;1,=13.4
Letrafic se partage entre les deux routes. Fonction de demande x = D(t) = 20- t.

D'autres facteurs que le temps influencent le choix d'itinéraire : distance, péages autoroutiers,
confort routier, sécurité, fiabilité... Une premiére solution technique, dans le modée
déterministe homogene, est de considérer que les conducteurs minimisent non pas le seul temps
de parcours, mais un temps généralisé qui englobe les autres facteurs aprés conversion en unité
de temps; ainsi on divise les frais de péage par la valeur du temps, somme qu'un individu
accepte de payer pour économiser une unité de temps.

Mais certains facteurs sont malaisés a mesurer ou a convertir : une deuxieme solution,
complémentaire de la premiere, est d'gjouter au temps généralisé un terme al éatoire dont on fixe
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la distribution statistique afin de reproduire des répartitions du trafic entre itinéraires
concurrents observées. On obtient alors un modele stochastique. L e modéle stochastique le plus
simple est le logit linéaire, qui stipule que le rapport des trafics de deux itinéraires concurrents
est égal au rapport de fonctions exponentielles négatives appliquées aux temps généralisés
respectifs: soit X, / X, =exp(-qt,)/exp(-qt,).

LaFigure 2 présente ce modéle pour I'exemple delaFigure 1, avec g = 2.

Figure 2 : Démonstration du modéle logit linéaire

a) Demande fixex = 2. b) Demande fixe x = 13. ¢) Demande variable.
Xp=19;t;= 8.8 X1 =6.02;t;,=17.1 X, = 4.03; t; = 13.07
O D|O D|O D
X=0.1;t,=10.1 X =6.98; tb=17.0 X =3.19;t =13.19

Letrafic se partage... Presque identique ala In(e a4 Ot )
Figure 1c. x=D(- g )

Une troisiéme solution, compatible avec les deux premiéres mais le plus souvent employée
seulement avec la premiére, est d'expliciter différents comportements au sein de la demande, en
supposant que les coefficients d'équivalence entre les facteurs du temps généralisé varient
parmi les conducteurs. On obtient un modéle prix-temps (bicritére) lorsgue I'on suppose que
c'est lavaleur du temps qui est contindment distribuée parmi les demandeurs.

Reprenons I'exemple de la Figure 1 en I'adaptant au cas prix-temps. On suppose maintenant que
sur la seconde route la fonction de temps de parcours est t, =4+ X, , avec un péage de 360 : si

I'on considére une valeur du temps unigque de 60, alors le temps généralisé de la seconde route
vaut tg, =4+x, +360/60 ce qui revient au cas de la Figure 1. Mais nous supposons

désormais que la valeur du temps suit une loi log-normale de moyenne 60 et telle que son
logarithme naturel a un écart-type de 0.6.

Figure 3 : Démonstration du modéle prix-temps

a) Demande fixex = 2. b) Demande fixe x = 13. ¢) Demande variable.

X1 =167;t =834 X1 =6.42;t,=17.84 Xy =4.25;t;,=13.51

O D|O D|O D

X2:O.33; t2:4.33 X2:6.58; t2:10.58 Xo =3.11; t2:7.11

x = D(TGmoyen) = 20-12.6.
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OBJECTIF DE LA RECHERCHE

Cet article ne vise pas a comparer plusieurs modéles d'affectation, bien que les résultats des
exemples poussent en ce sens! Son objectif est de présenter une méhode de calcul, un
algorithme d'équilibrage, valable pour les différents modéles examinés. Cette question
technigue est nécessaire atoute application, donc préalable atoute confrontation des modéles.

Nous avons dével oppé un algorithme particulier, la Procédure d'Egalisation par Transvasement
(PET) proposée par GIBERT (1968) puis dautres, pour traiter le modéle déerministe
homogéne ; nous avons étendu la PET aux cas de la demande élastique, du logit linéaire et du
modéle prix-temps. La PET se distingue des algorithmes d'équilibrage classiques (tels que la
méthode de FRANK-WOLFE implantée dans Emme/2 et Min UTP, ou la décomposition
simpliciale programmée dans DAVIS e SATURN) en ce quédle explicite les chemins
suivis: chose que bien des praticiens jugent encore impossible, alors que la constante
progression des ressources informatiques permet maintenant de traiter des applications de taille
moyenne (quelques milliers d'arcs) sur un micro-ordinateur compatible IBM-PC.

QUESTIONS DE METHODE

Du c6té de la méthode, nous avons d'abord vérifié l'intérét pratique de la PET en la comparant
aux algorithmes usuels dans une application opérationnelle de taille moyenne (140 zones de
demande, réseau de 2000 arcs). Puis (LEURENT, 1995a) nous avons étendu sa portée théorique
ades modéles qui sophistiquent la représentation de la demande : asavoir ademande éastique,
ou avec une perception aléatoire du temps de parcours (logit linéaire), ou avec des arbitrages
différenciés entre deux criteres de colt (modéle prix-temps a valeur du temps distribuée
continiment). Ces diverses extensions relévent d'un méme principe théorique, a savoir la
possibilité de caractériser mathématiquement le point d'équilibre du modéle comme la solution
d'un programme de minimisation convexe.

La suite de l'article se compose de trois parties principales suivies d'une conclusion. La
premiére partie expose le fondement de la PET et la mise en oeuvre prescrite par
SCHITTENHELM (1990). La deuxiéme partie traite des extensions théoriques. La troisiéme
partie relate des expériences numériques.

Trois appendices apportent respectivement : la preuve du principe d'extension, un formulaire
pour des distributions triangulaires des valeurs du temps et un formulaire pour des distributions
log-normales des valeurs du temps.

1. FONDEMENT ET MISE EN OEUVRE DE LA PROCEDURE D'EGALISATION PAR
TRANSVASEMENT

1.1. LE PRINCIPE DE BASE

Soit un réseau de transport composé d'un ensemble de noeuds (= sommets) et d'un ensemble
darcs a. Généralement, entre un sommet d'origine r et un sommet de destination s, plusieurs
chemins k sont susceptibles d'acheminer un déplacement. Selon le principe de WARDROP, un

chemin k de temps de parcours Tr'g n'est utilisé que si Trﬁ est minimal, parmi ceux des chemins

envisageables. Un temps de parcours Trﬁ est la somme des temps de parcours T, des arcs a
traversés par le chemin k :

TX =éai Ta =é’ladr%k T,,avecdX =15 al k ou0sinon.

Pour préciser le modéle ace stade, il faut répondre adeux questions::
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- comment identifier les cheminsk ?

- si un temps T, varie en fonction du débit local x,, selon T, =t,(X,) ou t, est une fonction
continue croissante, comment répartir le trafic g, de la relation origine-destination r-s de
maniere a satisfaire le principe de Wardrop, a savoir |'affectation a un chemin de temps
minimal ?

On répond usuellement a la premiére question en effectuant une recherche de plus court
chemin, qui livre un chemin k de temps minimal entrer et s: quand une telle recherche ne fait
pas apparaitre de nouveau chemin, alors forcément les chemins de temps minimum déa
identifiés suffisent.

A la seconde question, entre autres solutions ((PATRIKSSON, 1994) pour un tres large
panorama, ou (LEURENT, 1995b) pour quelques apercus), le principe d'égalisation constitue
une réponse. Si I'on a identifié les chemins disponibles, soit tous les chemins utilisés sont de
méme codt et il n'existe pas de chemin non-utilisé de colt inférieur, auquel cas I'objectif est
atteint, soit il y aun chemin utilisé de codt supérieur acelui d'un autre chemin. Alorsle principe
d'égalisation consiste adétourner, transférer du flux depuis le chemin chargé vers le chemin de
cot minimal, jusqu'ace qu'il y ait égalisation du temps de parcours entre les deux chemins, ou
gu'il n'y ait plus de flux affecté au chemin le plus long. En itérant une telle confrontation deux-
adeux des chemins, on parvient (par transitivité) a minimiser et égaliser les temps de parcours
des chemins utilisés entre I'origine et la destination.

1.2. LAMISE EN OEUVRE SOULEVE TROISQUESTIONS ; LESREPONSES DE SCHITTENHELM
Lamise en oeuvre du principe d'égalisation nécessite de répondre atrois questions :

- comment, aquel moment, sélectionner les chemins candidats al'égalisation (ces chemins sont
ensuite stockés) ?

- comment traiter plusieurs relations origine-destination ?
- peut-on se contenter d'une égalisation approximative ?

SCHITTENHELM (1990) répond aux deux premieres questions. || prescrit de considérer tour a
tour chague origine r,, de chercher depuis cette origine les plus courts chemins vers toutes les
destinations s afin d'augmenter éventuellement les collections (= stocks) de chemins pour les
relations origine-destination r, - S, puis d'égaliser tour atour chacune desrelations r, - s. Une
fois toutes les origines r ainsi traitées, on teste la convergence pour déterminer sil y alieu de
réitérer le traitement ou non.

La méthode de SCHITTENHELM est une minimisation ala GAUSS-SEIDEL de la fonction
objectif, avec pour variable de pivot le vecteur des flux issus d'une certaine origine, et un
caractére progressif (aun moment donné on minimise sur I'espace des chemins connus, qui est
un sous-ensemble de I'espace des chemins envisageabl es).

Quant a la troisiéme question, peut-on se contenter d'une égalisation approximative,
I'expérience pratique induit a répondre positivement. Mais il faut dans chaque application
trouver un niveau d'égalisation convenable...

1.3. NOTATIONS SUPPLEMENTAIRES

Nous appelons collection de chemins M ={m,},s un ensemble aautant d'ééments m,5 que de
paires O-D, chague élément m,4 étant un ensemble de cheminsk entrer et s.
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Pour un vecteur de flux sur chemins f ={ fr'é}rsk, on note:

Xa(f) = a rskdrask frlé I'agrégation sur |'arc a des flux sur cheminsf.

qrs(f) = a K fr‘é I'agrégation sur I'O-D r-s des flux sur cheminsf.

K 'r‘gk2 (f;a) levecteur g ={ grks}rsk qui ne différe def que sur les deux composantes

ge=fS-aeglg="1g+a.

K 'r‘s’o(f a) levecteur g ={ grks}rsk qui ne différe de f que sur la composante
k _ ¢k
Os=frs-a.
K?ék(f a) levecteur g ={ grks}rsk qui ne différe de f que sur la composante
gl(s = frlé ta.
J lafonction objectif du programme de BECKMANN (1956), dont la

minimisation livre un point d'équilibre du systéme de transport.

1.4. DETAIL DU PROCEDE DE SCHITTENHELM
On peut résumer lavariante de SCHITTENHELM (1990) par un algorithme en 6 étapes.
Pas 0 : Initialisations.

e Initialiser le compteur d'itérations: i:= 0.

« Initialiser la collection des chemins: par exemple " r,s mrs:z{kros} ou kroS est un plus court
chemin calculé sur la base des temps de parcours T, =t,4(0).

* Charger le réseau en affectant le trafic de 1'O-D r-s sur le chemin kros.

Pas 1 : Progression d'ensemble.

* Incrémenter le compteur d'itérations: i:=1i+1.
 Choisir lapremiére originer.

Pas 2 : Augmenter la collection de chemins.

 Depuis le sommet dorigine r, chercher les plus courts chemins sur la base des temps de
parcours courants T,: = ty(X5(f)) .

* Pour chaque destination s, si le plus court chemin ainsi calculé entre r et s n'est pas déjadans
m;s, I'y placer.

* Choisir lapremiére destination s.
Pas 3 : Equilibrer I'O-D r-s.

* Si lacollection m,g est vide, aller au Pas 4.

* Prendre dans m,g le chemin chargé de temps maximum, disons k; et notons fr'gl sacharge, et
un chemin de temps minimum, disons k5.

S TSR £ T2 (f) +er, dorsaler au Pas4.
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* Chercher lasolution a de: min, ; [0:£1] J(Klr(ékz(f ;a)). Autrement dit :
=S TR(KAe(F; £,9))  T(KE(F; £,€)) +er, dorsretenir a:= £,
- sinon retenir & tel que T(KKe(f ;a)) = T (KK (fa)).

e Actualiser : f:= K'r‘ékz(f ;a ), et modifier en conséquence les temps de parcours courants
Ta =ta(Xa(f))-

* Recommencer le Pas 3.

Pas 4 : Nouvelle destination et nouvelle origine.

» Si sn'est pas laderniére destination, alors considérer la destination suivante et aller au Pas 3.

* S s est la derniére destination, si r n'est pas la derniére origine, alors considérer I'origine
suivante et dler au Pas 2.

» Sir est laderniére origine et sladerniére destination, aller au Pas 5.

Pas 5 : Test de convergence.

« Noter f 1) |e vecteur de flux sur chemins obtenu en fin de lai-éme itération.

«Si f () satisfait un test de convergence, alors Terminer ; Sinon, retourner au Pas 1.
Un test intuitif de convergence consiste aexaminer si :

ky g (i Ky /s (i
TetM)- T2 V) £eg

MaX, <k, k tel quef1>0

1.5. DEROULEMENT D'UN EXEMPLE

Nous adaptons un exemple adapté de (MARCOTTE, ZHU, 1994) et que nous reprendrons
exactement au §2.4. Soit un réseau a4 noeuds et 5 arcs, reliant une unigue origine aune unique
destination par 3 chemins 1={(1-2); (2-4)}, 2={(1-2); (2-3); (3-4)} et 3={(1-3); (3-4)}
(Figure 4), avec un flux de demande de 6 unités.

Figure 4 : Données pour le casd'école

Origine
1 3 Arca ta(x)
(1-2) 10x
(1-3 50+x
(2-3) 10+x
v >v (2-9) 50+x
2 4 (3-4) 10x
Destination

Le Tableau 1 expose, ala fin de certains transferts (repérés par le numéro de l'itération et le
numéro d'exécution du Pas 3 dans cette itération), les valeurs des principales variables d'état du
systéme : le flux et le temps de chaque chemin.
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Tableau 1 : Quelques états intermédiaires

Itération . n° de Pas 3 f1 fo f3 T Ts T3

0 0.00 6.00 0.00 110.00 | 136.00 | 110.00
1 2.17 3.83 0.00 112.16 | 112.16 | 88.33
2.1 1.08 3.83 1.08 100.25 | 112.16 | 100.25
2.2 2.08 2.84 1.08 101.24 | 101.24 | 90.32
2.3 158 2.84 158 95.68 | 101.24 | 95.68
2.5 181 2.39 181 93.73 96.23 93.73
2.10 2.00 2.04 1.96 9241 92.41 91.93
2.16 2.00 2.00 2.00 92.00 92.00 92.00

Il'y a convergence en 2 itérations, avec pour la deuxiéme itération 16 transferts: donc en tout
17 transferts. |l faut 24 itérations de l'algorithme de FRANK-WOLFE pour parvenir a ce
résultat, mais |'exemple choisi favorise cette méthode.

Dans la pratique, il parait judicieux d'appliquer avec modération le principe d'égalisation sur
une méme relation O-D au cours d'une itération : autrement dit, il est bon de limiter le nombre
de transferts pour chague relation O-D au Pas 3 de I'algorithme, aune valeur de 3 par exemple.
Une justification intuitive tient au « couplage » entre les relations O-D : s 2 itinéraires sont
concurrents entre une origine et une destination données, et si le réseau d'application compte de
nombreuses zones de demande, alors trés probablement il y aura d'autres O-D ou les mémes
portions d'itinéraires sont en concurrence. Donc on peut attendre une « égalisation entre points
de choix sur le réseau » grace aune succession de transferts entre O-D différentes.

2. EXTENSION A D'AUTRESMODELES

Nous présentons d'abord un principe pour étendre le procédé d'égalisation a d'autres modéles
gque le modéle déterministe homogéne de BECKMANN traité par SCHITTENHELM (2.1).
Puis nous appliquons ce principe en abordant successivement la demande éastique (2.2.), le
modéle logit linéaire (2.3.), et le modéle prix-temps ademande él astique agrégée (2.4.).

2.1. UN PRINCIPE D'EXTENSION

Appliqué au modele déterministe homogene de BECKMANN, |'opération d'égalisation porte
sur les temps de parcours des chemins. Une extension naturelle a un autre modéle est de
remplacer le temps de parcours Tr'g(f) d'un chemin k par une fonction dimpédance plus
générae Grks(f), de maniére que I'égalité entre les impédances des chemins utilisés et la

minimalité soient synonymes de |'équilibre du modée. Pour cela, une fonction Gr"S doit remplir
deux exigences.

[E1]] Un impératif d'ordre théorique: I'égalité des impédances GrkS des chemins utilisés, et
leur minimalité par rapport a celles des chemins envisageables, doivent équivaloir aux
conditions caractéristiques d'un état d'équilibre du modele.
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[E2] Un impératif d'ordre pratique : entre deux chemins k; et k, tels que Gr"g(f) > Gr"g(f),
une fonction d'écart F(a ) = Grksl(KFékz(f a))- G#%(K'r‘ékz(f ;a)) doit décroitre en fonction du
flux transférable a.

Lapreuve de convergence de (SCHITTENHELM, 1990) sapplique.

Nous alons énoncer et démontrer un théoréme qui guide le choix d'une fonction G X, pour un
modél e doté d'une formulation extrémale.

Théoréme 1, condition suffisante d'extension. Si I'on peut caractériser un état d'équilibre d'un
certain  modéle, comme une solution dun programme doptimisation convexe
ming30.é g"=Q J.(9), aors les dérivées partielles de la fonction objectif fournissent des

m

n
rs

fonctions Gfy(g) = (g) qui satisfont les exigences E1 et E2.

Lapreuve est donnée en Appendice A.

Nous avons volontairement noté n plutt que k, g plutdt que f, et Q.5 plutdt que g, : C'est pour
gue le théoréme sapplique ala fois ala demande fixe et ala demande élastique. Dans le cas a
demande fixe, il suffit de remplacer n par k, g par f et Q5 par g,5 dans I'énoncé. Dans le cas a
demande éastique, il faut définir {n} ={k} U{O} , et g =(f;f°) ot f®={f2} est levecteur
des flux de demande en exces (voir c¢i dessous pour plus de précisions) : ainsi |les contraintes de
flux origine-destination deviennent fr2+§lk fr'g =Qs Ou encore fr2+qrs(f) =Qs- On en

déduit évidemment que =
ﬂql’S ﬂf rg

1, dont il résulte que

Wm _ Wm Iars _ W

Gof)=—Mm = .
* %2 Tars 2 Tars

2.2. CASDE LA DEMANDE ELASTIQUE

Pour traiter le modéle déterministe homogéene ademande élastique, une solution élégantel due a
MURCHLAND (1970) est de rajouter un arc imaginaire a,g entre le sommet d'origine r et le
sommet de destination s, et de lui attacher une fonction fictive de temps de parcours

tars(x) = Dr'sl(Qrs- X), ol Qs est un majorant de la fonction de demande D,g, par exemple
Qrs = Dys(0).
Le programme de BECKMANN ademande élastique, originellement formulé comme::

; [o] X (f o} f -
mings o 300 =& | §ta@od - 8, JF 0o

1 Formulation de la « demande en excés ».
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. . o [ x(f o I Af0 U
devient? : ming, o o-r.g0) @) = aa[ g )ta(z)dZ] +4,. 44 ta,,(2)02§

sous les contraintes f, %+ q4(f) = Q.

En donnant l'indice n=0 au chemin imaginaire entre r e s, il suffit de
définir : GA(f) = ;@ f,5) et de conserver la définition GX(f) = T,(f) pour tout chemin
réel n=k>0. Ainsi, si Grks(f) >GPs(f), on réduit fré, ce qui d'une part réduit G,"s, d'autre part
réduit 8 K fr‘g donc augmente Dr'sl(é K fr'é) - autotal, I'écart GX- G2 se réduit doublement.

L'exigence E2 est donc satisfaite. Quant a I'exigence E1, €elle signifie que, entre les vrais
chemins, seuls sont utilisés des chemins dont le colt est minimal, et que, pour le chemin fictif,

ona: Dr'sl(é K fr'g) = min TrE, donc ;s = Dyg(mMing Tr‘é) qui est la condition d'équilibre entre
volume de demande ¢, €t niveau de service déterministe miny Tr'g.

Comparaison ala méthode de NAGURNEY. La solution que nous proposons pour traiter la
demande édastique différe de celle de NAGURNEY (1988) seulement dans I'application de
I'algorithme. L'algorithme de NAGURNEY ne prévoit pas de répéter le Pas 3 plusieurs fois
consécutives pour une méme relation O-D:en cela il suit I'approche de DAFERMOS,
SPARROW (1969) mais se différencie de celui de SCHITTENHELM étendu ala demande
élastique. Par rapport ala méthode de DAFERMOS et SPARROW, NAGURNEY choisit deux

cheminsréels k; et K, , et elle égalise simultanément Grksl, Grks2 et G Comme elle conclut que

son approche est plus efficace que celle de DAFERMOS et SPARROW adaptée pour traiter la
demande élastique, nous pouvons directement inférer que la méthode de SCHITTENHELM est
plus efficace que les deux autres, puisque le procédé de SCHITTENHELM «égaise
davantage » que celui de NAGURNEY, qui lui-méme «égalise davantage» que celui de
DAFERMOS et SPARROW.

2.3. CASDU MODELE LOGIT LINEAIRE

Dans le modele logit linéaire, tous les chemins définis comme « attrayants » sont chargés, et la
condition d'équilibre sécrit :

ki gk — k k
frgt/ fr@ =exp(-q(Trs - Tr2))

En application du théoréme 1, vu la caractérisation de I'équilibre logit linéaire par une
formulation extrémale dans (LEURENT, 1994a), on retient :

fk .
«GK=TK+LIn2) pour un chemin réel,

qd Qs
. GPS = Dr'sl(qrs) s lademande est éastique.
Notons que, dans le modéle logit linéaire, les chemins doivent étre définis a l'avance
(LEURENT, 19944). Quand on lui applique le procédé d'égalisation, il convient donc de

2 -
2A une constante -a Q" Drsl(z)dz prés, car, grace a la relation de Chasles, on vérifie

- f0 0
-G 0 d2)dz=- § " Did2)dz =- (D& ) + D& Qs - D)z



F. M. Leurent - Un algorithme pour résoudre plusieurs modeles d affectation du trafic... 41

remplacer l'initialisation de la collection des chemins (au Pas 0) par le chargement de chemins
déjacalculéss, et d'oter I'augmentation de la collection des chemins prévue en cours d'itération
(au Pas 2).

2.4. CASDU MODELE PRIX-TEMPS A DEMANDE TOTALE ELASTIQUE

Pour le modéle prix-temps ademande élastique agrégée défini par LEURENT (19934), on peut
choisir en application du Théoreme 1 :

Myl p_pitl
o=t & el

— 1, ., pourun cheminrédl,
i=my(k) Hrs (Qrs/ Ors)

ML RO doigs
p - P|+1 (F S.._ S°rs
'21 (Frs= B rs(eéqrsg Hr_sl(Q;s/Qrs))%

i _
'Gros = Dr_sl(CIrs) - ; Frs(l) I:)rnsk + |

si lademande est élastique,

en notant m4(k) I'indice de classe monétaire du chemin k, une classe monétaire de chemins i
regroupant tous les chemins d'un prix donné Pris sur I'O-D r-s. L'indexation des classes
monétaires suit I'ordre des prix croissants, et il y a mg classes monétaires. On note Qﬁs letrafic

de I'O-D r-s qui est affecté sur les chemins de prix £ Pris. Hr's1 est la réciproque de la fonction
dt
-1 -

H,s(t)

de répartition cumulée des valeurs du temps sur I'O-D r-s, tandis que F.¢(X) = @(

Lorsque tous les chemins sont chargés, un GrkS minimum sinterpréte comme le temps de
parcours du chemin le plus rapide. Au temps de parcours Trlé du chemin k, on soustrait une série
de rapports entre une différence de prix Pr';'1 F’rS et une valeur du temps de coupure

Fr'sl(Q;S /9ys), donc une série de gains de temps entre classes monétaires de prix consecutifs,
jusqu'aparvenir alaclasse la plus chére.

Adaptations particulieres du procédé d'égalisation. Pour adapter au modéle prix-temps
I'algorithme de SCHITTENHELM décrit au 1.3., il faut non seulement remplacer Tr‘; par Grns,
mais encore, dans une recherche de plus courts chemins, chercher pour chague O-D non pas un
seul chemin mais un ensemble de chemins tels que pour chaque valeur du temps I'un des
chemins soit efficace. Quand les prix des chemins dépendent uniquement de péages P, sur les
arcs, les temps généralisés par arcs aconsidérer dans une recherche de chemin efficace pour
une valeur du temps v sexpriment T, =ty(X5(f)) + Py /v.

Une solution de simplicité consiste achercher un seul chemin alafois depuis chaque origine au

Pas 2, chemin tel qu'il soit efficace pour une certaine valeur du temps vr('s) tirée au hasard selon
la loi de probabilité propre al'O-D. Mais alors, au niveau du test de convergence, il faut
imposer par prudence la stabilité de la collection des itinéraires pendant la derniere itération et
s possible quelques précédentes.

3Le logiciel MARS (LEURENT, 1995b) permet de calculer al'avance plusieurs chemins différents pour chaque
relation origine-destination, ce qui soulage I'utilisateur d'un codage manuel préalable des itinéraires.
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Application numérique. Nous reprenons exactement |'application numérique de
(MARCOTTE, ZHU, 1994) qui se distingue de I'exemple développé au 1.4. par deux ajouts :

- on associe des péages aux arcs : les prix des chemins 1, 2 et 3 valent ainsi respectivement 200,
190 et 210.

- on considéere une distribution continue des valeurs du temps parmi les déplacements, de loi
triangulaire entre O et 2 (voir I'appendice B pour I'expression des fonctions liées ala distribution
statistique des valeurs du temps).

Au bout de deux itérations et de 16 transferts, la fonction objectif ne décroit plus et les flux
sont stables a 1e-5 prés. Pour parvenir au méme résultat, I'algorithme de FRANK-WOLFE
employé dans (MARCOTTE, ZHU, 1994), demande entre 60 et 70 itérations. Notons que le
nombre des transferts nécessaire au procédé d'égalisation est équivalent dans le cas bi-critéres a
celui nécessaire dans le cas aune seule valeur du temps.

Tableau 2 : Quelques états intermédiaires

Itération . n° de Pas 3 f, fo f3 Gq Gy Gz

0 0.00 0.00 6.00 ? ? 111.0
1 2.58 0.00 3.42 73.3 70.0 73.3
2.1 2.57 0.19 3.23 74.5 72.1 72.1
2.2 2.47 0.19 3.33 73.4 72.1 73.4
2.5 2.43 0.31 3.26 73.9 73.4 73.4
2.10 2.40 0.34 3.27 73.7 73.7 73.7
2.15 2.39 0.34 3.27 73.7 73.7 73.7

2.5. AUTRESEXTENSIONSFACILES

On étend facilement le procédé de SCHITTENHELM pour :

- traiter plusieurs classes, chacune pouvant relever de I'un des modél es examinés ci-dessus, logit
linéaire ou bicritére (prix-temps), avec la demande élastique si désiré: il suffit d'gjouter un Pas
4' pour considérer la prochaine classe.

- associer a certains arcs des contraintes de capacité. Une solution possible (LARSSON,
PATRIKSSON, 1994) consiste arajouter une boucle de niveau supérieur, afin de chercher le
point-selle d'un lagrangien augmenté : au cours d'une itération de niveau supérieur, on applique
d'abord le procédé d'égalisation pour résoudre un programme d'optimisation libre dans lequel
les fonctions de temps de parcours des arcs dépendent des variables duales associées aux
contraintes de capacité, puis on actualise les multiplicateurs (variables duales) une fois que le
programme libre particulier est résolu.

Ces deux extensions, choisies parmi bien d'autres possibles, ont été incorporées au programme
MARS (LEURENT, 1995b).
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3. EXPERIENCES NUMERIQUES

3.1. PRINCIPESDES TESTSET DONNEES D' APPLICATION
Nous posons 4 principes méthodol ogiques pour les expériences numériques :

- pour chaque modéle (parmi déterministe homogene - BECKMANN -, logit linéaire additif,
prix-temps), nous appliquons le procédé d'égalisation en concurrence avec une (ou plusieurs)
méthodes « classiques ».

- la comparaison entre algorithmes porte non seulement sur le nombre d'itérations nécessaires
pour atteindre un certain niveau de convergence, mais encore et davantage sur le temps total
passé (sachant que les calculs sont faits al'aide d'un méme outil, le programme MARS en
['occurrence).

- le niveau de convergence atteint al'issue d'un certain nombre d'itérations est mesuré al'aide de
lafonction objectif évaluée au point courant.

- I'application considérée est de taille moyenne (140 zones et 2000 arcs), elle a lieu sur un
micro-ordinateur compatible IBM-PC (donc représentatif des outils couramment disponibles
dans un bureau d'études de transport).

Les données de |'application. La société COFIROUTE nous a aimablement communiqué deux
jeux de données codant respectivement un réseau routier urbain al'ouest de Paris (Cf. Annexe
D) et une matrice O-D des déplacements a I'heure de pointe du soir. Le réseau comprend
environ 2000 arétes unidirectionnelles. 1l y a 141 zones de demande, donc prés de 20 000
paires origine-destination. Les fonctions de temps de parcours sont de type BPR, paramétrées

selon ty(x) = tg(1+ 0.15(%)4), avec C, capacité pratique, cela pour les arcs qui ne sont pas
a

des connecteurs. On considere la fonction de demande d'éasticité constante

Ors = Dyg(t) = qros(t /troS 08 avec (tros;qros) un point de référence particulier alarelation O-D

r-s (cette élasticité constante de -0.6 est classique des modéles de demande de transport, méme
si selon le site, le mode et |a période, la valeur peut varier de -0.3 a-2.0).

3.2. LE MODELE DETERMINISTE HOMOGENE

Dans le modéle déterministe homogeéne, les auteurs des déplacements minimisent le temps de
déplacement, dont ils ont une connaissance parfaite et une méme évaluation. Quand la demande
est dastique (hypothése retenue ici), le niveau de service est le temps de trajet minimum sur
I'O-D.

Les algorithmes en lice. Nous appliquons en concurrence trois algorithmes au modéle de
BECKMANN :
- laméthode de FRANK-WOLFE.

- la méthode des moyennes successives, avec un pas de descente ala i-éme itération défini a
I'avance comme 1/ (1+1i).

- la PET, avec un seuil dintervention au Pas 3 choisi égal ale-4 h (pour des temps de parcours
typiques d'une demi-heure, donc la précision relative de I'équilibrage est meilleure que 1 %o), et
au plus trois transferts par paire O-D dans une méme itération.

4 Pour les connecteurs, on suppose que e temps de parcours ne dépend pas du niveau de trafic.
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A lissue de la i-eme itération, on retient pour indicateur de convergence la quantité
I Dy- g
J*
suivent, on mesure le niveau de convergence comme le logarithme décimal de cet indicateur.

, avec J* la valeur optimale du programme d'optimisation. Dans les tableaux qui

Tableau 3 : Résultats pour le modéle de Beckmann

Niveau de convergence al'itération i Temps par
Algorithme 1 2 5 | 10 | 20 | 50 | 100 | 200 | 400 | itération
(mn)
Frank-Wolfe -10(-13(-1,7]-20(-24]-30|-36(-41]|-55 2,0
Moyennes successives| 0,1 | -0,7 | -14|-18]|-21]|-26|-28|-3,1|-35 0,7
Egalisation -15|-20]-30|-37|-44|-46 6,8

En nombre d'itérations, la PET converge beaucoup plus rapidement que ses deux concurrents,
entre lesquels la méthode de FRANK-WOLFE semble préférable. La supériorité de la PET se
maintient si I'on considére les temps. Notons |'atténuation progressive de l'efficacité de la
PET : c'est laun effet du seuil de mise en oeuvre et (au Pas 3), car pour améiorer la précision

il faudrait abaisser ce seuil en cours de route.

3.3. MODELE LOGIT LINEAIRE
Dans |le cas du modéle logit linéaire, nous appliquons en concurrence la PET et la méthode des
moyennes successives, avec la méme collection de chemins, définie al'avance. On retient un

paramétre de dispersion g égal a0,233 mn-1 (donc quand deux chemins sont en concurrence, Si
le second est plus long de 5 mn, alors les trois quarts des individus choisissent le premier et e
quart restant |e second).

Tableau 4 : Résultats pour le modéle logit linéaire

Niveau de convergence al'itération i Temps par
Algorithme 1 2 5 10 20 50 90 itération
(mn)
Moyennessuccessives | 13 | 17 | 25 | -34 | 45 | 57 | -82 2,6
Egalisation 17| 27| 39| 45| 45 | -45 6,9

En termes de nombre d'itérations, on constate encore I'efficacité initiale supérieure de la PET,
qui disparait en cours de route en raison de la présence du seuil de mise en oeuvre. En termes
de temps de calcul, les deux algorithmes sont a peu prés équivalents: mais notons que lales
chemins sont explicités, ce qui explique le temps relativement élevé passé dans une itération
par I'algorithme des moyennes successives. Si I'on explicitait automatiquement les chemins (par
STOCHS, (LEURENT, 1994a)), la méthode des moyennes successives serait beaucoup plus
rapide (d'un facteur 5, environ).
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3.4. MODELE PRIX-TEMPS A DEMANDE ELASTIQUE AGREGEE

La derniére série de tests concerne le modéle bhicritére (prix-temps) a demande éastique
agrégée. On aretenu comme distribution des valeurs du temps une loi log-normale® de médiane
60 F/h, et d'écart-type de loi du logarithme naturel 0,6 (valeurs standards en urbain, (MARCHE,
1988)). Les chemins sont recherchés a chague itération, depuis chaque origine, en tirant au
hasard une valeur du temps. Le Tableau 5 montre cette fois la nette supériorité de la PET par
rapport ala méthode des moyennes successives avec chemins explicités (LEURENT, 1993b),
autant en nombre ditérations qu'en temps de calcul pour atteindre un certain niveau de
convergence.

Notons que pour la PET le temps passé dans une itération n'est que |égérement supérieur pour
le modéle bicritére ace qu'il est pour le cas avec une seule valeur du temps (Cf. Tableau 3).
Cela montre qu'avec un algorithme approprié, un modé e d'affectation sophistiqué est tout afait
traitable, aun colt d'emploi inférieur en fait acelui des algorithmes usuels pour les modéles
d'affectation plus rustiques.

Tableau 5 : Résultats pour e modéle bicritére prix-temps

Niveau de convergence al'itération i Temps par
Algorithme 1 2 5 10 | 20 | 50 | 100 | 200 | 400 || itération
(mn)
Moyennessuccessves| o9 | 13| 16| 20|-24|-31|-35|39|-40] 44
Egalisation

-141-20]1-28(-33[-35|-37 7,5

Pour terminer, nous avons appliqué au méme probléme d'affectation prix-temps la méthode des
moyennes successives sans explicitation des chemins (F. LEURENT, 1993a). Pour un temps
par itération 6 fois moindre qu'avec explicitation, la précision des débits synthétisés est
comparable pendant les 200 premiéres itérations, mais ensuite elle stagne. Cela signifie que s
I'on peut se contenter de la précision obtenue en 200 itérations par la méthode des moyennes
successives, il est inutile d'expliciter les chemins. Mais la solution de meilleur rapport qualité-
prix est, dans tous les cas, d'appliquer la PET en abaissant progressivement le seuil de mise en
route.

CONCLUSIONS

Le travail mené développe le champ dapplication de la procédure d'égalisation par
transvasement a tout modéle d'affectation dont I'équilibre est solution d'un programme de
minimisation convexe : cela englobe notamment le modéle déterministe homogéne a demande
élastique, lelogit linéaire et |e modéle bicritére ademande é astique agrégée.

Sur une application de taille moyenne, la PET est compétitive avec les agorithmes
conventionnels, en termes de temps de calcul pour résoudre le modéle déterministe homogéne.
Plus important, elle permet de traiter des modéles qui sophistiquent la représentation de la
demande, aun codt de peu supérieur acelui requis pour le modéle déterministe homogéne.

Ces constats portent un témoignage supplémentaire quant ala contribution des mathématiques a
la modélisation : c'est grace al'addition de deux innovations mathématiques (formulation en
programme de minimisation convexe dans (LEURENT, 1993a), extension de la PET ici) que le

5 On fournit en Annexe C le formulaire nécessaire au traitement d'une loi log-normale.
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modéle bicritere devient plus attrayant que le modéle déterministe homogene, puisque
théoriquement plus riche et traitable aun co(t équivalent.

L'explicitation des chemins trouve des applications pratiques immédiates : repérage des trajets
des véhicules qui passent par une route donnée, etc. Elle permet aussi de mener des analyses de
sensibilité (LEURENT, 1994b) pour le modéle bicritére). Elle ouvre la voie aune nécessaire
recherche empirique quant aux itinéraires réellement séectionnés sur un réseau. Une telle
recherche pouvait paraitre inutile tant que les modéles ne pouvaient utiliser son produit. Ce
n'est plus le cas maintenant : la sélection des chemins devient la question centrale en matiére
d'affectation, enfin !
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ANNEXES

ANNEXE A. PREUVE DU THEOREME D'EXTENSION

Preuve. Notons v,4 le multiplicateur de LAGRANGE associé ala contrainte a grS Qs €t
v ={V,s}s- Lelagrangien associé au programme de minimisation vaut :

E(g;v):‘]m(g)' : rs rs(a grs Qrs)

A I'équilibre, on vérifie les conditions de KUHN-TUCKER :
£ m

=—m. v 30, doncGfi- v 0 (1)
Tors  Tors
n ﬂ£ n n
Os— 5 =0,doncgs>0 P Gig=Vs (2
fors
&g =Q. bien évidemment... €)

La condition (2) signifie I'égalité des impédances entre les chemins utilisés d'une méme relation
O-D ; ajoutée acela, la condition (1) implique que les impédances des chemins non utilisés sont
supérieures al'impédance minimale v,g. Donc E1 est satisfaite.

La satisfaction de I'exigence pratique E2 résulte quant a elle de la convexité de la fonction
objectif J,. Exprimons lavariation entre a et a+h delafonction d'écart :

F(a+h)- F@)D

= Gra(Krg®(g;a +h)) - G (K“l”Z(ga+h)) G (K”l”Z(ga))+G 2(K12%(g;a )

_W m(K(g a +h))- —(K(g a))+ (K( )
grs grs ﬂgrs
=(Nop(K(gia +n))- NJm(K<g;a»).§<(9?a +h|1 K(g;a)g

car seules les composantes d'indices r-s-nq et r-s-np sont concernées. Comme la convexité de
J., implique que (NJm(x)— NJm(y)).(x— y)2 0, on déduit que F (a +h)- F(a) £0 quand
h 3 0. Donc lafonction d'écart décroit quand le flux atransférer croit, d'ot E2.
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ANNEXE B. FORMULAIRE POUR UNE DISTRIBUTION TRIANGULAIRE DES VALEURS DU
TEMPS

Soit une distribution des valeurs du temps selon une loi de probabilité triangulaire (Figure 6).

Figure 6 : Distribution triangulaire des valeurs du temps

A
y=h(x)
0 a b c >
Lafonction de densité h vaut :
- h(x) =0 sur - ¥;alU[c+¥[

2 X-a
-h(X)=——— ab
() =—"— wrlab]

h(x)—iu sur [bid].
ac-b

On calcule aisément lafonction de distribution cumulative H(x) = qh(t)dt :

- H(x)=0 sur |- ¥;a]
_ (x-@)° .
-H(x) = - a)b- a) sur [a;b]
_, (c-x° .
-H(x) =1 (c- a)(c- b) sur [b;c]
-H(x)=1 sur [C+¥] .

Cette fonction cumul ative admet pour réciproque :
-HY W =a+Cc-ab-au  sro? b- b-g

- H(u) =c- \/(c- a)(c- b)(I- u) sur [%;1].

L'inverse de lafonction cumulative réciproque a pour primitive :

-1
- F(u):—(c_ a)z(b— 2 (H Y(u)- a- aIn( ( ))) sur [O;%]
-1
P = o © H - Shaing) reint— ) sur 2277,
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Dans le cas ou (a=0), il suffit de substituer 0 aa dans toutes ces formules, et d'annuler les
expressions en alog(a) . Dansle cas ol b=c, il faut remplacer systématiquement b-c par O.

ANNEXE C. FORMULAIRE POUR UNE DISTRIBUTION LOG-NORMALE DES VALEURS DU
TEMPS

Bien gue non nécessaire alalecture et alavalidation du contenu de I'article, voici un formulaire
pour traiter un modéle bi-critéres a valeur du temps distribuée continiment selon une loi log-
normale. En effet la loi log-normale est la plus utilisée dans la pratique du modéle prix-temps
en France, depuis lestravaux de Roger MARCHE et Claude ABRAHAM.

Soit une distribution des valeurs du temps selon une loi de probabilité log-normale de fonction
" , In(x) - : s .
de répartition cumulée H(x) = F (%‘) avec F lafonction de répartition cumulée d'une

loi gaussienne centrée normée. Donc la loi du logarithme naturel de la valeur du temps est
gaussienne de moyenne met d'écart-type s. Alorsil vient :

H™(y) = exp(m+s F(y))
2

Foo = H_i(u) du:exp(s?- mF(F (- s]

ANNEXE D. SCHEMA DU RESEAU DES PREMIERES ETUDES A86 OUEST




